7. Integralni pocet
7.1. Primitivni funkce, Neurcity integral

Definice 7.1 Rikime, 7e F(x) je v intervalu (a,b) (pfitom mize byt také
a = —o0, b = 400) primitivni funkci k finkci f(z), jestlize pro vSechna
x € (a,b) plati F'(z) = f(x).

Véta 7.2 Ke kazdé funkci f(x) spojité v (a,b) existuje v (a,b) primitivni
funkce. Je jich dokonce nekonec¢né mnoho. Je-li F'(x) jedna z nich, pak
vSechny ostatni maji tvar

F(z)+C,
kde C je libovolna konstanta a piSeme:
/f )do = F(x) + C.

Poznamka Symbol / f(x) dx znamena tedy mnozinu vSech primitivnich funkci
k funkci f(z) a nazyva se neurcity integral funkce f(x). Presto je zvykem
pracovat s timto symbolem jako s jedinou primitivni funkci a ve vysledku
pripsat integracni konstantu C'

Véta 7.3 Necht funkce F' je primitivni funkci k funkci f na (a,b), potom
funkce F je spojita na (a,b).



7.2. Newtoniv integrall

Definice 7.4

Necht funkce F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu I = (a,b). Cislo
F(b) — F(a) se nazyva Newton(v integral funkce f na interval (a,b) a znaci
se

[F@)], = Fb /f

kde a je dolni mez, b je horni mez integralu.

(pozn. Vyse uvedeny vztah je tzv. Newton(v — Leibniz(v vzorec).
Mnozinu vSech funkci f, k nimz existuje Newton(v integral, tj. které jsou
newtonovsky integrovatelné znacime N (I) a piseme f € N (I).

Véta 7.5
Necht f je spojita funkce na uzavieném intervalu I = (a,b). Potom f je
newtonovsky integovatelna, tj. plati f € N(I).

Véta 7.6
Newtoniv integral nezavisi na vybéru primitivni funkce.

Véta 7.7
Necht f € N(I), pak pro a,b,c € I plati:

b a
1. a/f(x) dr = —b/f(x) dx,
2. a/af(:v) dx =0,
3. [ fla)de = [ f(x) do+ [ f(z) da



7.3. Riemannuv integral
= Necht je dana funkce f(x), omezena v intervalu I = (a,b).
Tj. existuji ¢isla m, M € R takova, ze m = 12{;]"(@ M = inf f(z).

zel
= Rozdélme interval (a,b) body a = xp <21 <29 < ... <p 1 < T, =D>
na n podintervald I, = (x;_q,x;), které nemusi byt stejné délky (Ax; =
Xr;, — xi_l).

m Protoze f(x) je omezend v I, je omezend i na kazdém podintervalu ;.

Tj. existuji &isla m;, M; € R takova, Ze m; = inf f(x), M; = sup f(z))
rely x€l;

= Zvolené déleni intervalu (a,b) oznaCme d a sestrojme k tomuto déleni
tzv. dolni integralni soulet s(d) a horni intergalni soudet S(d) takto:

s(d) = > midz;,  S(d) = M)A,
1=1 1=1

Hodnota horniho souctu S(d) i dolniho souctu s(d) zavisi na zvoleném déleni!

= Supremum mnoziny vSech dolnich soucti (pfi vSech moznych délenich d)
se nazyva dolni integral z funkce f(z) na intervalu (a, b):

SUp s(d) = Abf(:c) dx

= Infimum mnoziny v8ech hornich souéti (pfi véech moznych délenich d) se
nazyva horni integral z funkce f(z) na intervalu (a, b):

inf S(d) = [ f(x) dz

Definice 7.8 Plati-li, ze be(x) dx = /abf(:c) dx,

pak spolecné hodnoté téchto integralt rikdme Riemandv integrdl z funkce f
v intervalu (a,b) a piseme:

b b
Z f(x) de, resp. (R) / f(x) dz

Mnozinu vsech funkci f, k nimz existuje Riemannuv integral, tj. které jsou
riemannovsky integrovatelné znacime R(I) a piSeme f € R(I).




Véta 7.9

Mé&jme na intervalu {(a,b,) posloupnost déleni dy, ds, ds, ... takovou, 7

khm n(1da>)<(Axl) = (0. Potom, je-li funkce f € R({a,b)), je

/bf dr = hm S(dy) = hm s(dy).

—00

Véta 7.10

Necht f € R({a,b)) a necht soucasné f € N({a,b)), Potom plati:

b b
R)C[f(fﬂ) dw:(/\f)!f(w) dx

7.4. Zakladni pravidla integrovani

Véta 7.11
Existuji-li k funkcim fi(x), fo(x) a f(x) primitivni funkce, pak:

1./04f(:1: ) dx = oz/fa; )dxr, «o€R,
2. /(fl(x + folx )dx—/fl dx—l—/fg(x)dx

Véta 7.12

Je-li fi(z), folx), f(z) € N({a,b)):
1. a/bozf(a:) dr = ozjf(x) dr, «€ R,

2 (1) + b)) o = | (o) de+ | (o) da



Tabulka zakladnich integralu

f(z) /f(a:) dx podminky
s+l r € R, a#1,a € Ny,
¢ a+1—|—0, r € R\{0}, a#1,a € zZ\Nj
x >0, a#1,a €R,
* In|z|+ C, x # 0,
e’ e’ + C, r € R,
X
a” hcqb—a+C, reR,a#1,a>0,
sin —cosx + C, x € R,
COS T sinx + C, r € R,
0031233 tgx + C| v#2k+1)5,kez
1
—cot C km,k €z
s cotgx + C, x# km k€
1 arcsin x + C|
——_— —1,1
V1 — 22 {—arccosx+0, re(=L1),
1 arctg x + C),
R
1+ 2° { —arccotg x + C, TER,
sinh x coshx + C, r € R,
cosh sinhx + C, r € R,
m teho + C, r € R,
sin}112x —cotghx + C, r € R\{0},

1 argcosh |z| + C
In|z+ Va2 — 1|+ C,

1 { argsinh z + C,

1+22| | Injz+ Va2 + 1]+ C,
1 argtgh x + C,
1 —a? —argeotgh x + C|

xr € (—oo,—1) U (1, +00),

r € R,

r e (—1,1),
x € (—oo,—1) U (1, +00).




Zakladni véty integralniho poctu

Véta 7.13 (o stfedni hodnoté)
Je-li f € N({a,b)), potom existuje £ € (a,b) takové, Ze plati

fO)=; ! ajf@:) dr . resp. a/bf(a:) de = F(E)b—a).

Poznamka
Cislo f = ff( ) dr se nazyva stfedni hodnotou funkce f na (a,b).

Véta 7.13 rlka ze pro f € N({a,b)) je stfedni hodnota rovna funkéni hod-
noté funkce f v néjakém vnitfnim bodé.

Dusledek 7.13(1)
Pro f € N({a,b)) a f(x) >0, x € {(a,b) plati

jf(x) dx > 0.

Dusledek 7.13(2)
Pro f,g € N({a,b)) a f(z) = g(x), = € (a,b) plati

b b
Zf(x) dz > _a/g(x) dz

Dusledek 7.13(3)
Pro f € N((a,b)), |f| € N({a,b)) plati

b b
a/ ) dx S/ f(x)| dz.

a

Dusledek 7.13(4)
Necht g € N({a,b)), fg € N({a,b)).
Pokud g(x) > 0, m < f(z) < M, x € {a,b), potom plati

3) m- [9(x) dr < | f(@)g(x) dv < M- [ g(a) dr;

b) m - (b—a) < [ f(x) de < M(b—a).



Metody vypoctu primitivnich funkci
Zakladni integraly / Zakladni pravidla integrovani
Integrovani per partes (po €astech)

Véta 7.14 (integrace per partes - po Castech)
Necht funkce v = wu(z), v = v(x) jsou diferencovatelné na (a,b) a necht
wv' € N({(a,b)). Potom také u'v € N({(a,b)) a plati

[ (z)v(z) do = [u(x)v(z)]) — Zu(x)v’(x) d.
resp.

[ (z)v(z)ds = u(z)v(z) — [u(z)'(x)dz,

Zajimava uziti per partes

1. K hledani primitivnich funkci k funkcim typu:

2" x"Inx, " coswr, " sinwz, x"arcsinz, " arccos x,

Lze napr. odvodit vzorce:

e™ (wsinwr + a coswr)

/e"“C coswx dxr = 5 5 + C|
o+ w
, e (arsin wxr — w CoS WT
/eo‘x sinwx dx = ( 5 5 ) + C.
o+ w

2. Odvozeni rekurentnich formuli integrovanim per partes pro n > 1:

1 n—+1
Jp=[cos"xdr = Juo = " g si Jn
/cos T dx 19 n+2€OS 3381n:1:+n_|_2
. r . +1
J, = / sin"x dr = J,0=— sin™ x cosx + " I,
: n n 4+ 2
dx 1 x
/ (14 z2)" ) (14 z2)" +(2n—1)



Integrovani substituci

Véta 7.15 (integrace substituci)
Necht g € N(Z) a necht funkce z = f(x) je diferencovatelnd na intervalu
X, pficemz f(X) C Z. Potom pro {(a,b) C X plati

a/g(f(x))f’(fv) dv = [ g(z) dz = G(f(b) - G(f(a)),

resp.

* Integraly typu /R(x) dx
R(z) = Q(i)’ P, Q jsou polynomy; (st P) < (st Q).

Funkci R(x) rozloZime na soucet zakladnich racionalnich funkci typu:
(rozklad na parcialni zlomky)

1. A A, rg € R,

CC—ZU’

2.#, A,$0€Rk€ﬂ\],k22,
- 40

: AQH'B ., A B, p, qg€R,
z* +pxr+q’°

koreny jmenovatele jsou komplexni (sdruzené);

: LA B,p,ge RkeN, k>2
(2° + px + ¢)" b
koreny jmenovatele jsou komplexni k-nasobné.



* Integraly typu /R(Sin x, cosx)dr
V intervalech, které neobsahuji body z; = (2k + 1)7, k € z, volime bud

univerzalni substituci: x _
tg 5= t, t. x=2arctgt.
Potom
11—t 2t 2
CcosT = ,  sinx = , dr = dt.
1+ ¢ 1+ ¢2 1+ ¢2
nebo

tgx = t <= R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosx)
cost = t <=  R(—sinz,cosx)
sinz = t <=  R(sinx, —cosz

—R(sin z, cos x)
= —R(sinz,cosx)

SN—

* Integraly typu / cos mx cosnx dx, / sin mx cosnx dx, / sinmax sin nx dux,
m,n € Z.

Uzije se vzorcl:

/cos ma cosna dr = —| cos(m 4 n)z + cos(m — n)x},

/sin ma cosna dx = —|sin(m 4 n)z + sin(m — n)x},

/sin ma sinnx dr = —| —cos(m + n)x + cos(m — n)x ]

| — N~ DN~

* Integraly typu /R(\/l — x?)dzr substituce: x =sint nebo x = cost
VZorce:

sin?t + cos’ t = 1, sin2t=2sintcost, cos2t= cos’t — sin’t.
* Integraly typu /R(v 1+ x?)dx

substituce: x = sinht
vZzorce:

cosh®t — sinh*t = 1, sinh®t + cosh®t = cosh 2t.

* Integraly typu /R(\/ 2 — 1)dx
substituce: x = cosht
vzorce:

cosh?t —sinh®t =1, sinh®t + cosh®t = cosh 2t.



7.5. Primitivni funkce jako funkce proménné horni meze

Definice 7.16
Necht a,x € I a f € N(I). Potom primitivni funkci F' k funkci f uréenou
vztahem

F(z) — F(a) / £(t) dt

nazyvame integralem s proménnou mezi.

Poznamka

d 7 /

I a/f@) dt = F'(x) = f(x);

b

oy de = —F(@) = ~f)

d p(z) d

] I dt =2 [Flpla) - Fla)l = Flpla)¢ @) = [(p()e (@)
Definice 7.17

Necht f € N({a,z)) pro kazdé x > a. Existuje-li lim F(z), potom

lir+n |[F(z)—F(a)] se nazyva nevlastni Newton(v integral vlivem meze a znadi
T—1T00

S€E

+00

lim Zf(t) dt = [ f(t)dt.

—
T——+00 A

Definice 7.18
Mé&jme interval (a,b) a necht f € N((a,z)) pro kazdé = € (a,b), avsak
f € N({(a,b)) (tj. rovnost F'(x) = f(x) plati pouze pro = € (a,b)).
Existuje-li lim F(z), potom lim [F(z) — F(a)] se nazyva nevlastni Newtoniv

integral vlivem funkce a znaci se

b

lim Zf(t) dt = [ f(t) dt.

T—b— a



Poznamka

e Existuje-li konecna limita lim ff(t) dt, rikame, ze nevlastni integral

rT—+0o0a
+00

/ f(t) dt konverguje.

o Neexistuje-li kone¢na limita lim ff(t) dt (napf. je nevlastni), fikime,

rT—+00 a

Ze nevlastni integral J;foof(t) dt diverguje (neexistuje!).



